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Abstrak. Misalkan G adalah graf terhubung dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G).
Misalkan fungsi f:V(G) - {1,2,3,...,|V(G)|} adalah fungsi bijektif. Bobot sisi dari graf G
didefinisikan sebagai w(uv) = f(u) + f(v). Jika terdapat lintasan u — v dengan setiap dua sisi
xy,x’y’ € (G) pada lintasan u — v mempunyai bobot yang berbeda yaitu, w(xy) # w(x'y") maka
fungsi bijektif f disebut rainbow antimagic labeling. Dengan demikian jika dipandang bobot sisi
w(xy) sebagai pewarnaan sisi uv, maka f juga disebut rainbow antimagic coloring. Rainbow
antimagic connection number adalah jumlah warna paling kecil dari semua rainbow antimagic
coloring pada graf G, dinotasikan dengan rac(G). Pada makalah ini, dipelajari tentang rainbow
antimagic coloring dan diperoleh nilai dari rainbow antimagic connection number pada graf hasil
operasi comb pada graf lintasan P, o P, dan P, © Pg.

Kata kunci: pelabelan antimagic, graf lintasan, pewarnaan pelangi.

Abstract. Let G be a connected graph with vertex set V(G) and edge set E(G). Let the function
f:V(G) - {1,2,3,...,|[V(G)|} be a bijective function. The edge weight of the graph G is defined as
w(uv) = f(u) + f(v). If there is a path u — v with each two edges xy, x'y’ € (G) on the path u — v
having different weights, i.e., w(xy) # w(x'y") then the bijective function f is called rainbow
antimagic labeling. Thus, if the edge weight w(xy) is viewed as the coloring of the edge uv, then f is
also called rainbow antimagic coloring. Rainbow antimagic connection number is the smallest number
of colors of all rainbow antimagic colorings on graph G, denoted by rac(G). In this paper, we study
rainbow antimagic coloring and obtain the value of rainbow antimagic connection number on the comb
product of path graphs P, > P, and P, o P.
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1. PENDAHULUAN

Definisi graf dalam makalah ini menggunakan definisi yang terdapan pada
Chartrand and Zang [7]. Teori graf memiliki berbagai macam kajian utama diantaranya
ada pewarnaan pada graf dan pelabelan pada graf. Pewarnaan graf dapat diaplikasikan
pada berbagai bidang, segmentasi gambar, pengelompokan, penangkapan gambar, dan
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jaringan. Chartrand, dkk. [8] memperluas konsep pewarnaan graf menjadi bidang kajian
baru yaitu rainbow coloring.

Misalkan c:E(G) — {1,2,3,...,k},k € N adalah pewarnaan sisi dari graf
terhubung dengan dua sisi yang bertetangga mungkin memiliki warna yang sama. Jika
untuk setiap dua titik x, y € V(G), terdapat lintasan pelangi x — y, jika tidak ada dua sisi
dari lintasan x — y yang berwarna sama, maka lintasan tersebut disebut lintasan pelangi.
Pewarnaan graf G disebut rainbow connection, jika untuk setiap dua titik x,y € V(G)
terdapat lintasan pelangi x —y. Pewarnaan sisi pada graf ¢ dengan setiap dua titik
berbeda memiliki rainbow connection disebut pewarnaan pelangi, definisi pewarnaan
pelangi dapat dilihat juga pada Chartrand, dkk [8].

Hasil dari kajian rainbow coloring dapat dilihat pada Ma, dkk [15] dan Nabila, dkk
[17]. Berdasarkan kajian rainbow coloring terdapat kajian sebagai hasil pengembangan
dari rainbow coloring yaitu, rainbow vertex coloring dan total rainbow coloring. Hasil dari
rainbow vertex coloring dapat dilihat pada Lie. H, dkk [13] dan Bustan, dkk [6], kemudian
untuk hasil dari kajian total rainbow coloring dapat dilihat pada Ma.Y dkk [16] dan Lie. H
[14].

Kajian rainbow coloring merupakan salah satu kajian dari pewarnaan pada graf,
selain itu terdapat juga kajian dalam teori graf yaitu antimagic labeling yang didefinisikan
oleh Hartsfield and Ringel [11]. Hasil dari antimagic labeling telah ditemukan oleh
peneliti-peneliti diantaranya ada Baca dkk pada [3], [4], [5]. Selain itu, beberapa hasil
penelitian tentang antimagic labeling telah disumbangkan oleh Dafik, dkk dalam [10] dan
juga dapat ditemukan dalam beberapa makalah yaitu pada [1] dan [18].

Arumugam, dkk. [2], mendefinisikan konsep baru dengan menggabungkan
pewarnaan graf dan pelabelan graf. Fungsi bijektif f : E(G) — {1,2,...,|E(G)|}, bobot
titik dari titik x adalah w(x) = Xyep(x) f (xy) dan E(x) adalah himpunan sisi yang terkait
dengan x untuk setiap x € V(G). Jika untuk setiap dua titik yang bertetangga x,y €
V (G),w(x) # w(y), maka fungsi bijektif f disebut local antimagic labeling. Jadi, setiap
local antimagic label adalah pewarnaan titik di ¢ dengan simpul x diwarnai dengan w(x).
Berdasarkan definisi Arumugam, dkk [2], pada tahun Dafik, dkk [9] mendefinisikan
kombinasi dari kaian antimagic labeling dan rainbow coloring menjadi kaian baru yang
disebut rainbow antimagic coloring.

Kajian dalam makalah ini adalah kombinasi dari rainbow coloring dan antimagic
labeling yaitu rainbow antimagic coloring yang didefiniskan oleh Dafik, dkk. [9]. Misalkan
G adalah graf terhubung dan fungsi f;V(G) - {1,2,3, ..., |V(G)|} adalah fungsi bijektif.
Bobot sisi dari graf G didefinisikan sebagai w(uv) = f(u) + f(v). Jika terdapat lintasan
u — v dengan setiap dua sisi xy, x'y’ € (G) pada lintasan u — v mempunyai bobot yang
berbeda yaitu, w(xy) # w(x'y’) maka fungsi bijektif f disebut rainbow antimagic
labeling. Dengan demikian jika dipandang bobot sisi w(xy) sebagai pewarnaan sisi uv,
maka f juga disebut rainbow antimagic coloring.
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Rainbow antimagic connection number adalah jumlah warna paling kecil dari
semua rainbow antimagic coloring pada graf G. Batas bawah yang digunakan dalam
makalah ini sudah ditemukanpada tahun 2021 oleh Dafik, dkk [9].

Lema 1. [9] Untuk setiap graf tree T,, dengan n > 2,rac(T,,) = n — 1.

Penelitian lain yang juga meneliti terkait rainbow antimagic coloring dapat dilihat
pada [12], [19], [20] and [21]. Pada makalah ini, graf yang digunakan adalah graf hasil
operasi comb dari graf lintasan yaitu P, = P, dan P, & Ps.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini disajikan teorema-teorema dari hasil penelitian pada kajian rainbow
antimagic coloring pada graf hasil operasi comb graf lintasan. Adapun graf yang digunakan
dalan penelitian adalah graf P, = P, dan P, = P. Srategi yang kami laksanakan dalam
penelitian ini adalah menggunakan lemma umum dari nilai rainbow antimagic connection
number pada graf tree yang diperumum kemudian menggunakan lemma tersebut untuk mencari
hasil teorema dari graf hasil operasi comb graf lintasan P, = P, dan P, © P.

Berdasarkan Lema 1., diperoleh nilai rainbow antimagic connection number pada graf hasil
operasi comb P, > P, dan P, © P,.

Teorema 1. Untuk graf P, = P, dengan P, adalah graf lintasan dengan order 7 dan P, adalah
graf lintasan dengan order 4 dan titik cangkok adalah titik dengan derajat 1, maka
rac(P, > P,) = 27.

Bukti. Misalkan P, adalah graf lintasan dengan himpunan titik V(P,) = {x;,1 < i < 7} dan
himpunan sisi E(P;) = {x;x;4+1,1 <i < 6}. Missalkan P, adalah graf lintasan dengan
himpunan tititk V(P,) = {x;,1 <i < 4} dan himpunana sisi E(P,) = {x;x;+1,1 <i < 3}.
Graf hasil operasi comb dari graf P, dan P, dinotasikan dengan P, © P,, berdasarkan Definisi
mengenai operasi comb, maka diperoleh graf P, = P, dengan himpunan titik V(P, > P,) =
{x, 1<i<7}U{x;, 1<i<7,1<j<3} dan himpunan sisi E(P, > P,) =
{xixi11,1 << 6}U {xxi1, 1 i< 73U {oxyjxij0, 1 <i<7,1<j <2} Sehingga
diperoleh banyaknya titik pada graf P, > P, adalah |V (P, = P,)| = 28 dan banyaknya sisi
pada graf P, = P, adalah |E(P; > P,)| = 27.

Berdasarkan Lema 1. rac(T,) =n —1, karena graf P, > P, merupakan graf tree dan
berdasarkan definisi graf P, = P, diperoleh banyaknya sisi adalah |E(P, = P,)| = 27. Oleh
karena itu, diperoleh batas bawah dari nilai rainbow antimagic connection number graf P, o
P, adalah rac(P, = P,) = 27.

Misalkan konstruksi label titik dengan fungsi bijektif f:V(P, = P,) - {1,2,3,...,28}
didefinisikan sebagai berikut :

4 , untuki=1
f(xi)_{4i—3 , untuk2<i<7
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4—j , untuki=1,1<;<3
4i—2 , untuk2<i<7,j=1
Foa)) =3 4 -1 , untuk2<i<7,j=2
4i , untuk2<i<7,j=3

Berdasarkan fungsi label titik f, diperoleh fungsi bobot sisi sebagai berikut :

Ceixins) = 9 , untuki=1
WXXivt) =1 gi—2 . untuk2<i<7

Gexins) = 7 , untuki=1
WWXiXiv1) =1 gi -5 | untuk2<i<7
5 , untuki=1,j=1
_ )3 , untuki=2,j =2
W(xijxij+1) ) 8i—-3 , untuk2<i<7,j=2

8i—1 , untuk2<i<7,j=2

Berdasarkan Lema 1. Diperoleh bahwa nilai rainbow antimagic connection number
rac(P, > P,) = 27.Karena |E(P, > P,)| = 27, sehingga setiap sisi pada graf memiliki bobot
yang berbeda. Oleh karena itu, diperoleh batas atas dari nilai rainbow antimagic connection
number rac(P, > P,) = 27. Berdasarkan batas bawah dan batas atas nilai rainbow antimagic
connection number, diperoleh rac(P, = P,) = 27. Berdasarkan Lema 1. Diketahui bahwa
nilai rainbow antimagic connection number adalah banyaknya sisi pada graf tree, karena graf
P, > P, merupakan graf tree, setiap sisi pada graf P, > P, memiliki warna berbeda. Oleh
karena itu terdapat lintasan pelangi x — y untuk setiap dua titik x,y € V(P; = P,).

Rainbow antimagic coloring pada graf P, > P, dapat dilihat pada Gambar 1.

® 0 0 60 O O

X
X13 X323 X33 X43 X X63 73

47 55

O O ® ©B» & & @
X12 X2 X32 X42 Xs52 X62 X72
5 13 21 29 37 45 53
) O ©® @ ® @ &
X11 X21 X31 X41 Xs51 X61 X71
7 11 19 27 35 43 51

@x 9 @x 14 ®x3 22 ®x4 30 @xs 38 Gl\xﬁ 46 @x7

Gambar 1. Rainbow antimagic coloring pada graf P, o Pg
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Teorema 2. Untuk graf P, = P, dengan P, adalah graf lintasan dengan order 7 dan P, adalah
graf lintasan dengan order 6 dan titik cangkok adalah titik dengan derajat 1, maka
rac(P; © Pg) = 41.

Bukti. Misalkan P, adalah graf lintasan dengan himpunan titik V(P;) = {x;,1 < i < 7} dan
himpunan sisi E(P;) = {x;x;;1,1 <i < 6}. Misalkan P, adalah graf lintasan dengan
himpunan tititk V(Pg) = {x;,1 < i < 6} dan himpunana sisi E(Ps) = {x;x;41,1 <i < 5}.
Graf hasil operasi comb dari graf P, dan P, dinotasikan dengan P, © P, berdasarkan Definisi
mengenai operasi comb, maka diperoleh graf P, = P, dengan himpunan titik V(P;, > Pg) =
{x;, 1<i<7}U{x;, 1<i<71<j<5} dan himpunan sisi E(P; &P =
{xixip1, 1 ST <6}U {xx0, 1 < i< 73U {xxij40,1 <0< 7,1 <j < 4} Sehingga
diperoleh banyaknya titik pada graf P, = Pgadalah |V (P, > Ps)| = 42 dan banyaknya sisi
pada graf P, © P, adalah |E(P, © Pg)| = 41.

Berdasarkan Lema 1. rac(T,) =n —1, karena graf P, > P, merupakan graf tree dan
berdasarkan definisi graf P, = P, diperoleh banyaknya sisi adalah |E(P;, = Pg)| = 41. Oleh
karena itu, diperoleh batas bawah dari nilai rainbow antimagic connection number graf P, ©
P, adalah rac(P; © Pg) > 41.

Misalkan konstruksi label titik dengan fungsi bijektif f:V(P, = Pg) — {1,2,3,...,42}
didefinisikan sebagai berikut :

f(x;)=6i—5 , untuk1<i<7
f(xj)=6i+j—-5 , untuk1<i<7,1<j<5
Berdasarkan fungsi label titik f, diperoleh fungsi bobot sisi sebagai berikut :
w(x;x;p1) =12i—4 , untuk1<i<6
w(xixj;z1) =12i—9 , untuki<i<7
W(xijxl-j+1) = 12i+2j—-9 , untukl<i<7untukl1<;<4

Berdasarkan Lema 1. Diperoleh bahwa nilai rainbow antimagic connection number
rac(P; & Pg) = 41. Karena |E(P, = Pg)| = 41, sehingga setiap sisi pada graf P, o P
memiliki bobot yang berbeda. Oleh karena itu, diperoleh batas atas dari nilai rainbow antimagic
connection number rac(P; = Pg) > 41. Berdasarkan batas bawah dan batas atas nilai rainbow
antimagic connection number, diperoleh rac(P, = Pg) = 41.

Berdasarkan Lema 1. Diketahui bahwa nilai rainbow antimagic connection number adalah
banyaknya sisi pada graf tree, karena graf P, > Ps merupakan graf tree, maka setiap sisi pada
graf P, > P, memiliki warna berbeda. Oleh karena itu, terdapat lintasan pelangi x — y untuk
setiap dua titik x,y € V(P; > Pg).
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Rainbow antimagic coloring pada graf P, o P, dapat dilihat pada Gambar 2.

X15 X325 X35 X45 X54 X65 5
11 23 35 47 59 71 33
D @ @ @ ®» ®» @
X14 X4 X34 Xa4 X54 X64 X74
9 21 33 45 57 69 81
D @ @ @ ® & @
*13 X23 X33 X43 X53 Xe63 X73
7 19 31 43 55 67 79
® © & ® &
X12 Xo9 X392 X42 X5o X62 X72
5 17 29 41 53 65 77
O © @ ® & ®
X11 X21 X31 X41 Xs1 X61 X71
3 15 27 39 51 63 75
é 8 ([ \ 20 fl 3\ 32 fl 9\ 44 /2 N 56 O\ 68 @
X1 \Z/xz X3 \_/.X'4 > X5 31 Xeg X7

Gambar 2. Rainbow antimagic coloring pada graf P, o P,

3. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dalam makalah ini, peneliti telah menemukan
hasil dari rainbow antimagic connection number dari beberapa graf. Adapun graf yang
telah ditetntukan nilai rainboew antimagic connection numbernya adalah graf hasil
operasi comb dari graf lintasan P, > P, dan P, & Pg.

Berdasarkan hasil dari makalah ini, diperoleh masalah terbuka yaitu berpakah
nilai rainbow antimagic connection number dari graf hasil operasi comb dari graf khusus
lainnya.
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